Ministerul Educéei
Centrul Naional de Politicisi Evaluare in Eduage

Examenul national de bacalaureat 2021
Proba E. c)

Matematica M_mate-info
BAREM DE EVALUARE S| DE NOTARE

Varianta 7

Filierateoretica, profilul real, specializarea matematica-informatica

Filiera vocagionald, profilul militar, specializarea matematica-informatica

» Pentru orice solutie corect, chiar daci este diferita de cea din barem, se acogdpunctajul corespunzitor.

» Nu se acordi fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermedire pentru rezolviri par tiale, n limitele
punctajului indicat Tn barem.

e Se acordi zece puncte din oficiu. Nota final se calculeai prin Tmpirtirea la zece a punctajului total acordat
pentru lucrare.

SUBIECTUL | (30 de puncte)
Ll z=(2+3)(2-3)-(9-8)= 2-(8°- & B= 4 & 3p
|7=V4*+3 =5 2p
2.1 1(2)=0 2p
(g0 1)(2)=g(f(2))=50+ 20= 2C 3p
3.1 #5=42 o x-5=-2 3p
X=3 2p
4. | Multimea numerelor naturale de trei cifre @0 de elemente, deci suB00 de cazuri
b 2p
posibile
Multimea numerelor naturale de trei cifre care au psadwifrelor egal cu8 este
{118,181, 811,124,142, 214, 241, 412, 421}, deci suntLOcazuri favorabile 2p
_ hr. cazuri favorabile.  10_ 1
nr. cazuri posibile 900 9 P
5. 11—
ABCD este paralelogram, deéiM =%AC 2p
AC? = AB® + BC® - 2[ABBC o <ABC) = 76=> AC= 2/ 18=|AM|= AM =/ 1 3p
6.
BC? = AB?+ AC?= AABC este dreptunghic il = R=B—2C =10 2p
: 12[16 96 : r_4 _2
P, =48 si .4, =——=96=r =— =4, de unde ofinem —=—=— 3
AABC sl Anngc > 24 ' R 10 5 Y
SUBIECTUL al ll-lea (30 de puncte)
l.a) 4 1 -2 4 1 -
A4)=|2 1 3|=defA(d)=[2 1 3= 2p
7 2 1 7 2 1
=4+21+(-9-(-14- 2 24 ! 3p
b) | det(A(a)) = 5a- 1£, pentru orice nuar real a 2p
Matricea A(a) nu este inversabiil~ det(A(a)) =0, decia=3 3p

C) | Pentrua =3 soluiile sistemului de ecuasunt de forma(1+ 50,-1- 1% a), undea OR 3p
Z=Xg+yo e a’+8a=0~ a=-8 sau a=0, deci (%,Yo,20)=(-39,103 § sau

(X0:Yo:20) =(1-1,0 2p
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2.a) A13=+/ 49933 = 3p
:\/Z =2 2p
b) | xo=+/x09%% =/x2 =x pentru oricexdG 2p
2
9Dx=\/9'°g3x =\/32'°g3"= (§°g3x) =\/;=x, pentru oricexdG , deci e=9 este 3p
elementul neutru al legii de compoei,, [”
©) | xOx=e=/x°%* =g xI0% = g1 logy x'°%* = log, 87, decilog3 x = 4 3p
logy x=-2 saulogzx=2= xzé, care nu convinex =9, care convine 2p
SUBIECTUL al lll-lea (30 de puncte)
1.3) f‘(x)=2x[ﬁx2—4)+(x2—9)[®<= 3p
= 2x(x® - 4+ x2- 9) = 2 2%~ 13, xOR 2p
b) . . .
i sin(x - 3) i sin(x- 3 i sir{x ;;D 1 _ 20
x-3 f(x)-3 *3(x2—9)(x2—4) x-3 X-3 (x+3)(x2—4)
1 1 1
-1 ==
(3+3(#-4 30 3p
c)
f'(x)=0 < xz—J%,xz 0 sauxz\/%; f'(x)<0, pentru orice
13 13 13 13 3p
xO —oo,—\/: 0 O,\/: si f'(x)>0, pentru oricex[ —\/:,0 0 \/:,+oo
2 2 2 2
13 13 12 .
lim f(x)=Im f(x)=+0w, f|- = |=f =-—, f(0)=39, f continii pe R,
im 1= m 1=, [ -[2)= o[ 2% 10 .
f strict descresitoare p{—oo —\/:J si pe( \/EJ si f strict cresétoare pe(—\/: ] 2p
si pe (\/%ﬁoo],deci ecuda f(x)=m are exact patru safureale = mD( 7 39}
2a)| 2 g 2 2
j () dx:.[2xdx—x2 = 3p
 arct 1 1
=4-1=3 2p
b) | V3 V3 J3 V3 J3
[ f(x)ax= | (x2+1) arctgxdxz(x2 +3 arctg| - | (x2+ 21 ax= af-x =| 3p
0 0 0 % x“+1 3 0
—?—\/5 de unde ofinem a—% 2p
c) -1
jxf X)dx = 2_|'x arctgxdx = Zj(—x) arctgx)(- ?x arcngdx——jxf 3p
-1 1
2Ixf dx 0, demjxf dx 0 2p
-1
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Examenul national de bacalaureat 2021
ProbaE. ¢)

Matematica M_mate-info

Varianta 7
Filierateoretica, profilul real, specializarea matematica-informatica
Filiera vocagionald, profilul militar, specializarea matematica-informatica
» Toate subiectele sunt abligatorii. Se acordi zece puncte din oficiu.
» Timpul delucru efectiv estedetrei ore.
SUBIECTUL | (30 de puncte)

5p
5p

5p
Sp

Sp

5p

1. Calculai modulul nunarului complexz=(2+3)(2-3)-(9- 3).
2. Se considerfungiile f:R - R, f(x)=x-2si g:R - R, g(x)=5x+20. Calculai (go f)(2).

. , . 5_1

3. Rezolvai in mukimea numerelor reale eqim4” 5 :E'

4. Calculai probabilitatea ca, alegadnd un mimdin mukimea numerelor naturale de trei cifre, acesta
sd aika produsul cifrelor egal c8.

5. Se consider paralelogramulABCD cu AB=4, BC =6 si masura unghiuluiABC de 120°.
Determina modulul vectoruluiAM , unde punctuM este mijlocul segmentulu8D .

6. Se considertriunghiul ABC cu AB=12, AC =16 si BC=20. Aratati ca LR:E under este

raza cercului inscris in triunghidBC si R este raza cercului circumscris triunghiuldBC .

SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
a 1 -2 ax+y-—-2z=2

1. Se considér matricea A(a)=| 2 1 3| si sistemul de ecui 2x+y+3z=1

2a-1 2 1 (2a-1)x+2y+z=a

Sp
Sp
5p

5p
5p
Sp

undea este nurir real.
a) Aratagi ca det(A( 4) = &.
b) Determina numirul real a pentru care matrice&(a) nu este inversabil

c) Pentrua =3, determina soluiile (xy,Yy,2,) ale sistemului de ectigpentru carezs = X + Yo.

2. Pe mulimea G =(1,+») se defingte legea de compai# asociatii x [y =+/x°%Y .

a) Aratati ca 4003= 2.

b) Aratati ca e=9 este elementul neutru al legii de compiezj ] .

c) Determina xOG, stiind ca este egal cu simetricul lui in raport cu lege@ad@poziie , [".

SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)

5p
5p

Sp

Sp

1. Se considerfungia f :R - R, f(X) :(x2 —9)(x2 —4)+ 3.

a) Aratati ca f'(x) = 2x(2x2 - 1$ , xOR..
sin(x-3
b) Aratati ca lim M -1 .
x-3 f (x) -3 30
c) Determina valorile reale ale lum pentru care ectia f (x) =m are exact patru saiureale .
2. Se considérfungia f :R - R, f(x)=2xarcto.
2

a) Aratati ca .[de =3.
L arctgx
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NE
5p | b) Determina numiarul real nenula pentru carej f (x)dxzz—\/:_%.
° a
1
5p | ¢) Demonstré ca jxf (x)dx=0.
-1
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Ministerul Educatiei
Centrul National de Politici si Evaluare in Educatie

Examenul national de bacalaureat 2021

Proba E. ¢)
Matematica M_mate-info
Testul 1
Filiera teoretica, profilul real, specializarea matematica-informatica
Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematicd-informaticd
e Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda zece puncte din oficiu.
e Timpul de lucru efectiv este de trei ore.
SUBIECTUL I (30 de puncte)
5p | 1. Determinati numarul elementelor multimii M = {n eN | n* <7+7 } .
Sp | 2. Se considerd functia /R >R, f(x)= x? —6x+m,unde m este numir real. Determinati valorile
reale ale lui m pentru care varful parabolei asociate functiei f are ordonata strict mai mare decét 0.
Sp | 3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia vx+3 =x—3.
5p | 4. Determinati numarul submultimilor cu cel mult 2 elemente ale unei multimi cu 12 elemente.
Sp | 5.In reperul cartezian xOy se considerd punctele A(4,1) si B(-12). Determinati coordonatele
punctului de intersectie a paralelei prin 4 la OB cu paralela prin B la OA.
. 1 1 . V4
Sp | 6. Aratati ca + =1, pentru orice x € (0,—).
I+tgx 14ctgx 2
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
l-a 2a 0
1. Se considerad matricea A(a) =| —a 1+2a 0 |,unde a este numar real.
0 0 l+a
5p | a) Aratati ci det(A(1))=4.
5p | b) Demonstrati cd A(a)- A(b)= A(a+b+ab), pentru orice numere reale a si b.
5p | ¢) Demonstrati ca, dacd a, b si ¢ sunt numere reale pentru care A4(a)-A(b)- A(c)=4(0), atunci
(I1+a)(1+b)(1+c)=1.
2. Pe multimea M = (0, +oo) se defineste legea de compozitie x * y = Jx? + y2 .
5p | a) Aratatica 3x4=5.
Sp | b) Determinati x € M pentru care x * J5<x+1.
Sp | ¢) Demonstrati ca existd o infinitate de perechi (m,n) de numere naturale nenule, pentru care
numerele m, n si m*n sunt termeni consecutivi ai unei progresii aritmetice.
SUBIECTUL al I1I-lea (30 de puncte)
1. Se considera functia f:R—>R, f(x)= x—\x?—4x+5.
[.2
C e x“—4x+5—-x+2
5p | a) Aratatica f (x) = , xeR.
Vx? —4x+5
5p | b) Demonstrati ca functia f este strict crescatoare pe R.
5p | ¢) Determinati ecuatia asimptotei orizontale spre +oo la graficul functiei f .
2. Se considera functia f:R >R, f(x)=x>+1.
1
T 4
5p | a) Aratati ca If(x)dx =3
0
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1
5p | b) Calculati [/ (x)dx.
0

1
5p | ¢) Aratati ca Hxln(f(x))‘dx =2In2-1.
-1
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Ministerul Educatiei
Centrul National de Politici si Evaluare in Educatie

Examenul national de bacalaureat 2021

Proba E. ¢)
Matematica M_mate-info

BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE
Testul 1
Filiera teoretica, profilul real, specializarea matematica-informatica
Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematica-informaticd
e Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzitor.
e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiale, in
limitele punctajului indicat in barem.
e Se acorda zece puncte din oficiu. Nota finala se calculeaza prin impéartirea la zece a punctajului total acordat
pentru lucrare.

SUBIECTUL I (30 de puncte)
1|7 +\/7 € (9,10) si, cum n este numar natural, obtinem M = {0, 1,2, 3} 3p
Multimea M are 4 elemente 2p
2. A
A=36-4m=y, =——=m-9 3p
4a
m-9>0me(9,+0) 2p
3. x+3=(x—3)2:>x2—7x+6=0 3p
x =1, care nu convine; x =6, care convine 2p
4. .
O multime cu 12 elemente are C{y +C{, +Ch =1+12 +L211 = 3p
=13+66=79 de submultimi cu cel mult 2 elemente 2p
5. | Paralela prin 4 la OB intersecteaza paralela prin B la OA in punctul C = OACB este 5
paralelogram P
OC si AB au acelasi mijloc, deci xy +x0 =x4+xp, Vo +Yc =y, + Vg ,de unde obtinem 3
6. 1 1 1 1 1 tgx
l+tgx l+ctgx 1+tgx 1+L l+tgx tgx+1 3p
tgx
_1+tgx_1 pentru orice xe(O zj 2
l+tgx ) p
SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte)
1.a) 0 2 0 0 20
A()=|-1 3 0|=det(4(1))=|-1 3 0= 2p
0 0 2 0 0 2
—0+0+0—-0-0—(—4)=4 3p
b) l-a-b—-ab 2b+2ab+2a 0
A(a)-A(b)=| —a—b—ab 1+2a+2b+2ab 0 = 3p
0 0 l+a+b+ab
1-(a+b+ab) 2(a+b+ab) 0
=| —(a+b+ab) 1+2(a+b+ab) 0 = A(a+b+ab), pentru orice numere )
0 0 1+(a+b+ab) P
reale a si b
Proba scrisd la matematicd M_mate-info Testul 1
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©) | Cum A(a)-A(b)-A(c)=A(a+b+ab)-A(c)=A(a+b+c+ab+ac+bc+abc), obtinem

3p
a+b+c+ab+ac+bc+abc=0
1+a+b+c+ab+ac+bc+abc=l:>(1+a)+b(l+a)+c(1+a)+bc(l+a)=1 , de unde
2
obtinem (1+a)(1+b+c+be) =1, deci (1+a)(1+b)(1+¢)=1 P
28) | 54 /2142 = 3p

=J25=5 2p
b) x*\/§=\1x2+5,xeM 2p

Cum Vx? +5 <x+1=>x” +5<x” +2x+1, obtinem x € (2,+o) 3p

©) | Pentru m=3k si n=4k,unde k e N", obtinem m *n = 5k 2p
Cum numerele 3k, 4k si 5k sunt termeni consecutivi ai unei progresii aritmetice, exista o
infinitate de perechi de numere naturale nenule (m,n), de forma (3k,4k) , pentru care| 3p

numerele m, n si m*n sunt termeni consecutivi ai unei progresii aritmetice

SUBIECTUL al III-lea (30 de puncte)
L.a) . 2x—4
[(x) =l ——-= 3p

2x? —4x+5
1 x=2 :\/x2—4x+5—x+2 .
Vx? —4x+5 Vx? —4x+5 ’
b) Vx? —4x+ =\[(x—2)2 +1>x—2, pentru orice numdr real x 2p

eR 2p

f ’(x) > (0, pentru orice numar real x, deci f este strict crescatoare pe R 3p
) I o ety W)
X—=Vx"—4x+5|[{x+Vx"  —4x+5

lim f(x)= lim (x— x2—4x+5)= lim = 2p

X—>+00 X—>+00 X—>+00 X+ \/x2 —4x+5
x| 4- 3
. 4x-5 . X . L o

= lim ———== lim =2, deci ecuatia asimptotei orizontale

X xz

¥4y \x? —dx 45 x_’+°°){1+ 1_4+5] 3p

spre +oo la graficul functiei f este y =2

2.a) | 1 1 N 1
If(x)dx=j<x2+1)dx=(?+xjo= 3p
0 0
=§+1 =§ 2p
b) | 1 1 1 1 1
Jexf(x)dx = jex <x2 + l)dx =e" (x2 + 1) . —J2xexdx =2e—1-(2x-2)e" . = 3p
0 0 0
=2e—1-2=2¢-3 2p
o | 1 0 1 1
J. ‘xln(f(x))‘dx = I (—x)ln(x2 + 1)dx+ _[)cln()c2 + l)dx = I2xln<x2 + l)dx = 2p
-1 -1 0 0
1 ' 11 ) 1
:{(x2+1)h«xQ+4)dx=(x2+1yn(x2+1)O—g(x2+1)xzildx=2hnz—x?()zzhnz—l 3p
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Examenul national de bacalaureat 2021

Proba E. ¢)
Matematica M_mate-info

Testul 2
Filiera teoretica, profilul real, specializarea matematicd-informatica
Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematica-informaticd
e Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda zece puncte din oficiu.
e Timpul de lucru efectiv este de trei ore.
SUBIECTUL I (30 de puncte)
Sp | 1. Aratati ca numarul n=(1+ 61')2 +(3- 21')2 este intreg negativ, unde i> =—1.
5p | 2. Se considerd functia f:R—>R, f(x)= x> +ax,unde a este numr real astfel incét F()=r(5).
Aratati ca f(2)=f(4).
5p | 3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia log, <2x2 - 2) =2log;(x+1).
5p | 4. Determinati probabilitatea ca, alegdnd un numadr din multimea numerelor naturale de trei cifre,
acesta sa aiba cifra unitatilor egala cu suma dintre cifra sutelor si cifra zecilor.
5p | 5. In reperul cartezian xOy se considera punctele A4(3,4), B(—4,3) si C, astfel incat AOBC este
paralelogram. Aratati ca triunghiul ACB este dreptunghic isoscel.
5p | 6. Determinati x € (0,7) pentru care 2sinxsin(z—x)=1.
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
a a+l a+2
1. Se considera matricea A(a) =1 2 3 |, unde a este numar real.
1 1 a
5p | a) Aratati ca det(4(2))=1.
5p | b) Determinati numarul real a pentru care A(a)A(1)=A(1)A(a).
5p | © Determinati numarul real ¢ pentru care matricea A(a) are rangul doi.

Sp

2. Pe multimea Z se defineste legea de compozitie xoy =xy+x+y.

a) Aritati ci 303=3.

Sp | b) Aritati cd 0 este elementul neutru al legii de compozitie ,,0”.
Sp | ¢) Demonstrati ca functia [ :Z¢; —> Z¢, f (x) =4dox este bijectiva.
SUBIECTUL al III-lea (30 de puncte)
1 1

1. Se considera functia f:(-1,1)U(l,+) >R, f(x)= ~- =
(x-1)" (x+1)

~4(3x? +1)
5p | a) Arétati ca f'(x):—s, xe(-L1)u(l,+o).
(1)
S5p | b) Determinati ecuatia tangentei la graficul functiei f 1n punctul in care graficul functiei f
intersecteaza axa Oy .
5p | © Caleulati lim (f(2)+ £ (4)+ £(6)+...+ f(2n))".
n—+00
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2. Se considerd functia f:R >R, f(x)= 2;(_‘2‘ )
X+

2
Sp | a) Ardtati cd I(xz +4)f(x)dx =0.
0
243
5p | b) Calculati I f(x)dx.
0

X
5p | ¢) Demonstrati ca I f (t)dt 20, pentru orice numar real x.
1
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Examenul national de bacalaureat 2021

Proba E. ¢)
Matematica M_mate-info
BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE
Testul 2
Filiera teoretica, profilul real, specializarea matematica-informatica
Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematica-informaticd
e Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzitor.
e Nu se acordi fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolviri partiale, in
limitele punctajului indicat in barem.
e Se acorda zece puncte din oficiu. Nota finala se calculeaza prin impartirea la zece a punctajului total acordat
pentru lucrare.

SUBIECTUL I (30 de puncte)
L= 1412i4+36i2 +9-12i+4i% = 2p
=1-36+9—-4=-30, care este numar Intreg negativ 3p
2. f()=f(5)=1+a=25+5a=a=-6 2p
f(x)=x*—6x, de unde obtinem f(2)=-8 si f(4)=-8,deci f(2)=/(4) 3p
12 —2=(x+1) = x> —2x-3=0 2p
x =—1, care nu convine; x =3, care convine 3p
4. | Exista 900 de numere naturale de trei cifre, deci sunt 900 de cazuri posibile 2p
Daca cifra unitatilor este ¢, 1<¢<9, atunci cifra sutelor poate fi aleasd in ¢ moduri, iar
pentru fiecare alegere a cifrei sutelor exista o singura alegere a cifrei zecilor; in total sunt | 2p
9+8+...+1=45 de cazuri favorabile
_ nr. cazuri favorabile 45 1
nr. cazuri posibile 900 20 Ip
5.| OA=0B=5 2p
m 40 =§ si mpp = —% = AO 1 BO si, cum AOBC este paralelogram, obtinem ca 4OBC 3
P
este patrat, deci triunghiul 4CB este dreptunghic isoscel
6. ) . \/5 . \/E
2sin”“ x=1=sinx =——— sau sinx =—— 2p
2 2
. . 2 . T 3z
Cum x e (0,7), obtinem s1nx:7,de01 x=7 sau x==r 3p
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
1.a) 2 3 4 2 3 4
A(2)=1 2 3|=det(4(2))=|1 2 3|= 2p
1 1 2 1 1 2
=8+4+9-8-6-6=1 3p
b) 3a+3 S5a+4 Ta+5
A(a)A(l)=| 6 9 12 |, pentru orice numr real a 2p
2+a 4+a 6+a
a+5 a+8 4a+8
A(1)A(a)=| a+5 a+8 4a+8 |, pentru orice numdr real a, deci A(a)A(1)=A(1)A(a) 3
a+2 a+4 2a+5 P
implicd a =1, care convine
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) a a+l a+2
det(A(a)) =1 2 3 |=(a- 1)2 , pentru orice numar real a 3p
1 1 a
2 ) .
Cum ‘ 1% 0, matricea A(a) are rangul doi<> a =1 2p
2) | 30323343 +45— 2p
=3+3+3=3 3p
b) | xo0=x-0+x+0= X, pentru orice x € Zg 2p
0ox=0-x+0+x=x, pentru orice xe€Zg , deci 0 este elementul neutru al legii de 3
compozitie ,,0” p
©) | 404=0=>4 este simetrizabil in raport cu legea de compozitie ,,0” si simetricul lui este 4 2p
f(x) =f(y):>210x=210y = x=y= f este injectivd, de unde obtinem cd Im f* are 6 3
elemente, deci Im f =Z, de unde obtinem cd f este bijectiva P
SUBIECTUL al I1I-lea (30 de puncte)
1.2) 2 2
S'(x)= = 3
(x- ey ’
2((x-1) x+1)3) (32 +1) 43 41)
= 3 3 3= > xe(—l,l)u(l,-i—oo) 2p
(x+l) (x 1) (x+l) (x—l) (xz—l)
b) | Cum f ( ) , graficul functiei f intersecteazd axa Oy 1n punctul 0(0 0) 2p
/'(0)=4, deci ecuatia tangentei este y =4x 3p
) n
lim (f(2)+f(4)+...+ f(2n))" = lim 12—%+iz—i2+...+ LN =| 2p
N—>+0 n—+o| | 3 3 5 (2n l) (2n + 1)
n (2n+1)" |(2041)
= lim 1—;2 = lim 1+_—12 = =1 3p
n—+00 (2n+1) n—>+00 (2n+l)
2.a) | 2 2 2
j(x2 +4)f(x)dx=_|.(2x—2)dx=(x2 —2x) = 3p
0 0 0
=4-4=0 2p
b
)| 25 Y NEE
I f(x)dx= I S——dx =2 5 dx=ln(x +4) —arctg — = 3p
0 o X +4 0 X +4 0 21 0
=1n16—ln4—arctg\/§=2ln2—% 2p
©) ] X . 2 (x - l)
Functia F:R >R, F(x)= J.f(t)dt este derivabila si F'(x)=f(x)=— L xeR 2p
1 X"+
F'(x)<0, pentru orice x € (—o0,1]= F este descrescatoare pe (—o,1] si F'(x)>0, pentru
orice x [l,+00) = F este crescatoare pe [1,+00)= F(x)>F(1), pentru orice numar real
x 3p
x, de unde obtinem ca I f(¢)dt >0, pentru orice numar real x
1
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Examenul national de bacalaureat 2021
Proba E. c)
Matematici M_mate-info
Testul 3

Filiera teoreticd, profilul real, specializarea matematica-informaticd
Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematica-informatici
o Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda zece puncte din oficiu.

o Timpul de lucru efectiv este de trei ore.

SUBIECTUL I (30 de puncte)

5p
5p

5p
5p

5p

5p

1. Se considera numarul complex z=1+1i. Aratati ca 22 —z7-i=-1.
2. Determinati cel mai mic numar natural n pentru care ecuatia x? —=3x+3-n=0 are doud solutii
distincte in multimea numerelor reale.

3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia logg (25X) +log,5=4.

4. Calculati probabilitatea ca, alegand un numar din multimea numerelor naturale de doua cifre,
acesta sa fie divizibil cu 2 saucu 3.

5.Tn reperul cartezian xOy se considerd punctele A(-1,2), B(4,2) si C(3,0). Calculati aria
triunghiului ABC.

6.Se considera expresia E(x)=sinx—sin(z—x)+cosx+cos(z—x)+tg2x, unde XE[O,%j

Aratatica E (%j =1.

SUBIECTUL al ll-lea (30 de puncte)
010 000 100
1. Se considera matricele A={0 0 1|,0;={0 0 O|sil3=(0 1 0.
000 000 0 01

5p
5p
5p

5p
5p
5p

a) Aratati ca det(A+15)=1.

b) Aratatica A-A-A=0;.

) Demonstrati ca, daca X € .14 (R) pentru care A- X = X - A, atunci existd numerele reale a, b si
c, astfel incat X =al; +bA+CcA-A.

2. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie X*y = |X - y| .

a) Ardtati ca (5%2)*1=2.

b) Aratati ca legea de compozitie ,,*” este comutativa.

¢) Demonstrati ¢ (a*b)+(b*c)>ax*c, pentru orice numere reale a, b si c.

SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)

5p
5p

5p

5p

X2 —2x+1

eX

1. Se considera functia f :R >R, f(x)=

) —(x=1)(x-3
a) Aritati cd f’(x)zw , XeR.
€
b) Determinati intervalele de monotonie a functiei f .
x3
c) Demonstrati cd x—1<2e 2 , pentru orice X &[1,+o).

2. Se considera functia f :(-1+00) >R, f(x)=+vx+1.

2
a) Aratati ca j f2(X)dX=4.
0
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1
5p | b) Calculati [In(f (x))dx.
0

X
5p | ¢) Demonstrati cd existd un singur numdr real x, X €[0,+o), pentru care Ief(t)dt =2021.
0
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Ministerul Educatiei
Centrul National de Politici si Evaluare in Educatie

Examenul national de bacalaureat 2021
Proba E. ¢)

Matematica M_mate-info

BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE
Testul 3
Filiera teoretica, profilul real, specializarea matematica-informatica
Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematica-informaticd
e Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzitor.
e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiale, in
limitele punctajului indicat in barem.
e Se acorda zece puncte din oficiu. Nota finala se calculeaza prin impéartirea la zece a punctajului total acordat
pentru lucrare.

SUBIECTUL I (30 de puncte)
Ll 22 it 2iti? —1-i—i= 3p
=1+2i-1-1-2i=-1 2p
2. A=9-4(3-n)=4n-3 2p
A>0<:>n>%,decin:1 3p
3 2+logs x + =4=(log x—l)2:0 3
° logs x : P
logs x=1, deci x=5, care convine 2p
4. | Multimea numerelor naturale de doud cifre are 90 de elemente, deci sunt 90 de cazuri 5
posibile P
In aceasta multime existd 45 de numere divizibile cu 2, 30 de numere divizibile cu 3 si 5
15 numere divizibile atat cu 2 cat si cu 3, deci sunt 45+30—15=60 de cazuri favorabile P
_ nr. cazuri favorabile _ 60 _ 2 ;
nr. cazuri posibile 90 3 P
5. | Distanta de la punctul C la dreapta 4B este egala cu 2 2p
2
AB:S:AAABC=57=5 3p
6. | . : . 7
sin(7z —x)=sinx, cos(7 —x)=—-cosx = E(x)=tg2x, pentru orice x e O,Z 3p
T T
El=|=tg—=1 2
( 8 j 4 p
SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte)
l.a) 1 10 1 10
A+L;=|0 1 1|=det(d+;)=[0 1 1|= 2p
0 0 1 0 0 1
=1+0+0-0-0-0=1 3p
b) 0 0 1
A-4=/0 0 0 2p
0 00
0 00
A-A-4=|0 0 0|=0;4 3p
0 00
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) a b c d e f 0 a b
Pentru X=|d e f|eAfh(R),obtinem 4-X=|g h i |siX-A=|0 d e 2p
g h i 0 0 0 0 g &
a b c
A X=X-A=d=h=0,g=0,a=e=i,b=f,deci X=|0 a b|=al3+bA+cA-4, 3
00 a P
unde a, b si ¢ sunt numere reale
2.2) | 5%2=|5-2|=3 2p
(5%2)*1=3%1=[3-1|=2 3p
D ey = o= ()= 2
=| y—x|= y*x, pentru orice numere reale x si y, deci legea de compozitie ,,*” este 3
comutativa P
) | (axb)+(b*c)=la—b|+|p—c|z|(a=b)+(b-c)= 3p
=|a—b+b—c|=|a—c|=a*c,pentruoricenumere reale a, b si ¢ 2p
SUBIECTUL al I1I-lea (30 de puncte)
1.a) (2x—2)ex—(x2—2x+l)ex ex(2x—2—x2+2x—1)
f' X)= > = = 3p
&2 er
— -3 —(x=D(x-
_=X +;lx 3: (x 1()6 3),xe]R p
e €
b) | f'(x)=0<x=1sau x=3 2p
f'(x)<0, pentru orice x e(—o0,1]= f este descrescatoare pe (—,1], f'(x)>0, pentru
orice xe[l,3]= f este crescatoare pe [1,3] si f'(x)<0, pentru orice xe[3,4)=f | 3p
este descrescatoare pe [3,+oo)
© f este crescatoare pe [1,3], f este descrescitoare pe [3,+w) si f(3):i3, decif(x)£i3,
e e 2p
pentru orice x e[1,+)
(x_1)2 -3 2 x-3 . 3 .
————<de = (x—1)"<4¢"™, deci x—1<2e 2 , pentru orice x &[l,+) 3p
e
2.a) 2 2 2
[ £ (x)dx=[(x+1)a =(—+xJ = 3p
0 0 0
4
=—42=4 2
2" P
b) | 1 1L 1L | 1!
2[ln\/x+la’x=5!1n(x+l)a’x=5-([(x+1)’ln(x+1)a’x=5(x+1)ln(x+l)()—5.([41’)6: 3p
1
=ln2—lx =ln2—l 2p
2 o 2
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C) X
F:[0,40) >R, F(x)= Ie‘f(t)dt derivabild si F'(x)= e/ >0, pentru orice x e [0,+00) 2p
0
2021 2021
F este strict crescatoare si continud, F(0)=0 si F(2021)= I e gp > I ldt =2021,
0 0
X 3p
deci exista un singur x e [0, +0) , pentru care I ¢ War =2021

0

Testul 3
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Examenul national de bacalaureat 2021
Proba E. c)

Matematica M_mate-info
Testul 4

Filiera teoretica, profilul real, specializarea matematicd-informatica
Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematicd-informaticd
¢ Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda zece puncte din oficiu.

e Timpul de lucru efectiv este de trei ore.

SUBIECTUL I (30 de puncte)

5p
5p

5p
5p

5p

5p

1. Se considerd un numar complex z care are proprietatea z2 =1—i. Arétati ca z* +2i =0.
2.Se considera functia f:R—>R, f(x)= x?2—2x+m, unde m este numar real. Determinati
valorile reale ale lui m pentru care f(x)>1, pentru orice numar real X.

3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia logs (X +2)+logs (2x—1)=2.

4. Determinati probabilitatea ca, alegand un numar din multimea numerelor naturale de trei cifre,
acesta sd aiba suma cifrelor divizibild cu 9.

5.Tn reperul cartezian xOy se considerd punctele A(2,1), B(3,2) si C(4,5). Determinati

coordonatele punctului D, stiind cd AB+ AC + AD=0.
6. Determinati x €(0,1) pentru care 4cosxcos(z—x)+3=0.

SUBIECTUL al ll-lea (30 de puncte)

5p
5p
5p

5p
5p
5p

o N O
w O O
<N
.

o
Il
o O O
o O -
o - O

1
1. Se considerd matricele A=| 0
0

a) Aratati cd det A=6.
b) Aratatica A-B+B=B-A.
¢) Determinati numerele reale x si y, stiind ca (x+1)A-B+(y—2)B-A=B-B-B.

2. Pe multimea numerelor naturale nenule se defineste legea de compozitie X *y = xY .
a) Ardtaticd 2*4=4%2,

b) Aratati ca legea de compozitie ,, *” NuU este comutativa.

¢) Determinati numerele naturale nenule n pentru care (2+2)*n<64.

SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)

1. Se considera functia f:R >R, f(x)=2x+ In(x2 +X+l).

2
5p | a) Aratati ca f (X) =w , XeR.
XT+x+1
5P | b) Calculati lim (f(x+1)- f(x)).
X—>+00
5p | ¢) Demonstrati ca functia f este bijectiva.
2. Se considera functia f:R >R, f(x)=2x-1.
1
5p | @) Aratati ca I f(x)dx=0.
0
1
5p | b) Calculati Iex| f (X)| dx.
0
1
5p | c) Pentru fiecare numar natural nenul n, se considera numarul |, =I f"(x)dx. Calculati lim 1,.
N—>-+o0
0
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Examenul national de bacalaureat 2021

Proba E. ¢)
Matematica M_mate-info

BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE
Testul 4
Filiera teoretica, profilul real, specializarea matematica-informatica
Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematica-informaticd
e Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzitor.
e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiale, in
limitele punctajului indicat in barem.
e Se acorda zece puncte din oficiu. Nota finala se calculeaza prin impéartirea la zece a punctajului total acordat
pentru lucrare.

SUBIECTUL I (30 de puncte)
1. 2
2 =(2) =(1-i) =1-2i+i* =2 3p
2t 42i=-2i+2i=0 2p
2. _
A=4—4m si valoarea minima a functiei f este —% =— 4 44m =m-1 3p
m—1>1,deci me(2,+) 2p
30| logs (x+2)(2x—1)=2= (x+2)(2x-1)=25=2x% +3x-27=0 3p
9 . .
x= E care nu convine; x =3, care convine 2p
4. | Multimea numerelor naturale de trei cifre are 900 de elemente, deci sunt 900 de cazuri
iy 2p
posibile
Numerele naturale care au suma cifrelor divizibild cu 9 sunt multiplii de 9, deci multimea
cazurilor favorabile este {9 -12,9-13,9-14,...,9-11 l} si are 100 de elemente 2p
_ nr. cazuri favorabile _ 100 _ 1 ,
nr. cazuri posibile 900 9 P
5.1 AB=i+j, AC=2i+4j si AD=(xp-2)i+(yp—1)j 3p
i+ j+2i+4)+(xp=2)i+(yp-1)j=0=>x,=—15si y,=—4 2p
6.
Cum cos(7z —x)=—cosx, obtinem —4cos® x+3=0, deci cos> x =% 2p
Pentru x e(0,1), cosx >0, deci cosx =73 si x =%, care convine 3p
SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte)
La) 1 00
det4=|0 2 0= 2p
0 0 3
=1.2-3+0+0-0-0-0=6 3p
b) 010 010
A-B+B=|0 0 2[+/0 0 1|= 3p
0 0 0 0 0 0
020
=0 0 3|=B-4 2p
0 00
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) 0 00
Cum B-B-B=|0 0 O0[,obtinem x+1+2(y-2)=0 si 2(x+1)+3(y-2)=0 3p
0 00
x=-1, y=2 2p
2.9) | 2x4=2"=16 2p
4%2=4% =16, deci 2%4=4%2 3p
b) | 2x1=2"'=2si1¥2=1>=1 2p
Deoarece 2#1#1%2, legea de compozitie ,, *” nu este comutativa 3p
9 | (2#2)*n<64 > 4xn<64 4" <4 3p
Cum # este numdr natural nenul, obtinem n=1 sau n =2 2p
SUBIECTUL al I1I-lea (30 de puncte)
l.a 2x+1
=2 3p
x“+x+1
2(x? +x+1)+2x+1 2
_ ( ' ) =2x2+4x+3,xeR 2p
X" +x+1 X" +x+1
b) 2
f(x-i—l)—f(x):2(x+l)—i-ln()c2 +3x+3)—2x—ln(x2 +x+l):2+lnL3x+3, xeR 2p
x“+x+1
2
lim (f(x+1)=/(x))= lim (2+m%}:2+m1:2 3p
X—>+00 X—>+w© X +x+1
9| f ’(x) >0, pentru orice numar real x = f este strict crescitoare pe R = f este injectiva 2p
2x+1
ln(x2 +x+1) ln(x2 +x+1) b 1
lim f(x)= lim x| 24———— | si lim = lim XFX*2 -0, deci
X—>—© X—>—0 X X—>—© X X—>—©
3p
lim f (x):—oo si, cum lim f (x)=+oo si f este continud pe R, obtinem ca f este
X—>—0 X—>+0
surjectiva, deci f este bijectiva
2.) | 1 1 1
Jf(x)dx=J(2x—l)dx=(x2—x) = 3p
0 0 0
=1-1=0 2p
b 1
) 1 1 2 1 1 1
J-ex|f(x)|dx=_..ex|2x—l|dx=jex (1—2x)dx+jex (2x—1)dx=e€"(3-2x)[2+¢" (2x-3)[1= | 3p
0 0 0 1 0 2
2
=2Je-3-et+2/e=4Je—e-3 2p
c) 1 2y —1 n+l|] 1—-(-1 n+l
I, =I(2x—1)n dx = (2x=1) = (1) ,unde 7 este numar natural nenul 3p
7 2(n+1) o 2(n+1)
Cum 0<J, SL, obtinem lim /,=0 2p
n+1 n—>+00
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Examenul national de bacalaureat 2021

Proba E. ¢)
Matematica M_mate-info

Testul 5
Filiera teoretica, profilul real, specializarea matematica-informatica
Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematica-informaticd
e Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda zece puncte din oficiu.
e Timpul de lucru efectiv este de trei ore.
SUBIECTUL I (30 de puncte)
5p | 1. Determinati numarul complex z, pentru care z — 2z=-2+6i.

S5p | 2. Se considerd functia f:R—>R, f(x)= x*+m, unde m este numir real pozitiv. Determinati
numdrul real pozitiv m pentru care numerele f(0), /(1) si f(2) sunt, in aceastd ordine, termeni
consecutivi ai unei progresii geometrice.

5p | 3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 2logs (x—1)=logs(3x+1).

5p | 4. Calculati probabilitatea ca, alegind un numir din multimea 4= {0,1,2,. . .,20} , patratul acestui
numar sa apartind multimii 4.

5p | 5. Se considerd punctele 4, B, C si D, astfel incit 24D = BD + AC . Demonstrati ci 4B = DC .

5p | 6. Se considera triunghiul 4BC cu masura unghiului 4 de 30°. Aratati ca lungimea laturii BC este
egala cu lungimea razei cercului circumscris triunghiului.

SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
1 0 0
1. Se considera matricea A(m)=|m 1 0 |,unde m este numdr real.
0 m 1

5p | a) Aratati cd det(A(m) + A(—m)) =8, pentru orice numar real m .

5p | b) Determinati numarul real m pentru care are loc egalitatea A(m)- A(m)=A(0).

Sp | ¢) Demonstrati ca A(1)— A(2)+A(3)— A(4)+...+ A(2n—1)— 4(2n) =n(A(-1)- 4(0)), pentru
orice numar natural nenul 7.

2. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie x * y = x>+ 4xy + y2 .

Sp | a) Aratati ca L .

2 2 2
5p | b) Determinati numerele reale x pentru care (x * (—x)) * ((—x) * x) =24x.
5P | ¢) Demonstrati ci x * 1 > 6, pentru orice numar real nenul x.
X
SUBIECTUL al I1I-lea (30 de puncte)
. . 2
1. Se considera functia /R >R, f(x) - e
X2 +2
5p | a) Ardtati ca f'(x) =& xeR.
<x2 + 2)\/x2 +2
5p | b) Calculati lim (£ (x))™".
X—>+00
X

S5p | ¢) Demonstrati ca e\/g2 <Ne* 42, pentru orice numar real x.
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2. Se considerd functia f:(0,40) >R, f(x)=x"~Inx.
2 3

5 Aratati ca Inx)dx=—.

p | a) Aritati ca !(f(x)+ nx) =1

5p | b) Calculati Tx(x3 —f(x))dx.
1

F(e)ar=2E 5

5p | c) Aratati ca 3

—_—

1
X
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Examenul national de bacalaureat 2021

Proba E. ¢)
Matematica M_mate-info

BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE
Testul 5
Filiera teoretica, profilul real, specializarea matematica-informatica
Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematica-informaticd
e Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzitor.
e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiale, in limitele
punctajului indicat in barem.
e Se acordi zece puncte din oficiu. Nota finali se calculeaza prin impértirea la zece a punctajului total acordat
pentru lucrare.

SUBIECTUL I (30 de puncte)
L a+ib-2(a—ib)=-2+6i<—a+3ib=-2+6i,unde z=a+ib, a,beR 3p
a=2 s b=2,deci z=2+2i 2p
2 2(10)=£(0)- £(2) = (14m) =m(4+m) <> m> +2m+1=4dm+m’ 3p
2m=1, deci m :%, care convine 2p
3. (x—1)2=3x+13x2—5x=0 3p
x =0, care nu convine; x =35, care convine 2p
4. | Multimea 4= {0, 1,2,...,20} are 21 de elemente, deci sunt 21 de cazuri posibile 2p
Numerele din multimea A4 al caror patrat apartine multimii 4 sunt 0, 1, 2, 3 si 4, deci sunt )
5 cazuri favorabile P
_ nr. cazuri favorabile 5 ,
nr. cazuri posibile 21 P
S.| AD-BD=AC— 4D 2p
AD + DB = AC + DA< AB=DC 3p
6.
BC;I =2R,unde R este raza cercului circumscris triunghiului 2p
sin
Cum sin 4 =%, obtinem 2BC =2R, deci BC=R 3p
SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte)
1.a) 2 00
A(m)+ A(-m)=| 0 2 0|, pentru orice numr real m 2p
0 0 2
2 0 0
det(A(m) + A(—m)) =0 2 0[|=8-0=8, pentru orice numar real m 3p
0 0 2
b) 1 0 0
A(m)-A(m)=|2m 1 0|, pentru orice numdr real m 3p
m* 2m 1
1 0 0 1 00
A(m)-A(m)=A4(0)={2m 1 0|=[0 1 0|=m=0 2p
m*> 2m 1 0 01
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) 0 0 O
A(2k—-1)—A4(2k)=| -1 0 0], pentru orice numar natural nenul k 2p
0 -1 0
0 0 0
A(1)-A(2)+A(3)-A(4)+..+ A(2n—-1)—A(2n)=n| -1 0 0 |=n(A4(-1)-A(0)), pentru 3
0 -1 0 P
orice numar natural nenul n
2.a) 2 2
l*iz l +4.l.§+ i = 3p
2 2 \2 22 \2
=l+3+2=E 2p
4 4 2
b) x#(=x)=(~x)*x=-2x7, pentru orice numar real x 2p
(-227)#(-247 ) = 24x < 24x* = 24, de unde obtinem x=0 sau x =1 3p
© x*l:x2 +4~x~l+L2:x2 +4+L2,pentru orice numar real nenul x 2p
X X x x
1 1 1 1Y 1
(x*—j—6=x2+4+—2—6=x2—2+—2=(x——J >0, deci x*—>6, pentru orice 3
X X X b X p
numar real nenul x
SUBIECTUL al III-lea (30 de puncte)
1.
2) \/x2+2—(x+2)~+
Vx? 42 3p
f‘v X)= X =
( ) ¥ +2
2 2
2 2(1-
:x+2x 2x: (1-x)  xeR 2
(x2 +2)\/x2 +2 (x2 +2)\/x2 +2
b) 2\* x
+2 2 x
tim (7)) = tim | B2 | iy (2R (e 2) 3p
X—>+00 x| x2 42 X—>+00 X242 X—>+0 X242
x(4x+2)
X2+2 242
~ lim (1+4x+2j4x+2 _ o 2p
X—>+0 x2 —+ 2
©) | f'(x)=0, pentru orice x&(-w,1]= f este crescitoare pe (—oo,1] si f'(x)<0, pentru
orice xe[l,+o0)= f este descrescatoare pe [l,+) i, cum f(l):\/g , obtinem cd | 3p
f (x) <3, pentru orice numar real x
X X
f(ex)éﬁ:iéﬁ: ¢ +2 <~e** +2, pentru orice numir real x 2p
2x \/3
e +2
2.2) | 2 2 4 2
I (f(x)+lnx)dx= I Ydx =" = 3p
1 1 411
4 1 3
= —— = 2
4 4 4 P
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b) | e e e e.2 2 2 le
3 x° 1 e’ x
x(x*=f(x))dx=|xInxdx=—Inx| - |— —dx=—-—| = 3
! (¥ =7() ! | !2 x0T 2 4 P
1 P+l 2
=— —_= p
2 4 4 4
9 <1 3 « 11 2 1 e’
j—f(\/;)dx:j—((\/;) —ln\/;)dxzj(\/;——~—lnxjdx:(—\/x_3——ln2xj - 3p
| X X 1 2 x 3 4 1
3
=ze3—g——ln2<ez)=ge3—2—1-4—26 =3 2p
3 3 3 4 3
Testul 5
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Examenul national de bacalaureat 2021

Proba E. ¢)
Matematica M_mate-info
Testul 6
Filiera teoretica, profilul real, specializarea matematica-informatica
Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematica-informaticd
o Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda zece puncte din oficiu.
e Timpul de lucru efectiv este de trei ore.
SUBIECTUL I (30 de puncte)
Sp | 1. Aratati cd numerele 4, log; 9 si 316 sunt termeni consecutivi ai unei progresii geometrice.
. . . . 2
5p | 2. Se considerd o functie impard f: R — R. Demonstrati ca functia g:R >R, g(x)=(/(x)) este
para.
5p | 3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 2°* —+/2-2% =21 —22.
10
5p | 4. Determinati termenul care il contine pe x% din dezvoltarea (x\/; +—2j ,unde x &(0,+0).
X
5p | 5. in planul triunghiului ABC se considerd punctul M , astfel incét 2AM = AB + AC. Determinati
numirul real k , stiind cd BC =k -CM .
5p | 6. Determinati x (0,7), stiind cd sin2x+6cosx—sinx—-3=0.
SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte)
2 0 -1 -1 -1 1
1. Se considera matricele A=|1 -1 0 |si M(m)=| -1 m 1 |,unde m este numdr real.
4 -1 -1 m—-1 m -m
S5p | a) Arataticd det4=-1.
5p | b) Demonstrati ca, pentru orice numar real m , rangul matricei M (m) este cel putin egal cu 2.
Sp | © Determinati numarul real m, m # 1, stiind cd inversa matricei M (m) este matricea 4.
2. Pe multimea numerelor complexe se defineste legea de compozitie z; o zy = z; + z5 + z;z5.
Sp | a) Aratati ca (2+i)o(2-i)=9.
5p | b) Demonstrati cd, pentru orice numér real nenul @, numérul 4 =(—-1+(a+1)i)e(-1+(a—1)i) este
real strict mai mic decat 0.
5p | ¢) Determinati numerele complexe z pentru care zoz=-5.
SUBIECTUL al I1I-lea (30 de puncte)
S . x+1
1. Se considera functia f:(—1,+0) >R, f(x)=In 3
X+
2
5p | a) Aratatica f'(x)=——, xe(—1,+0).
p @) Adiaied f(x) =y e ()
5p | b) Determinati ecuatia asimptotei verticale la graficul functiei f .
5p | ©) Caleulati lim (x/(x)).
X—>+00
2. Se considerd functia f:R >R, f(x)= (x2 + l)e_x .
1 2
Sp | a) Aratati ca I(exf(x) - 2)dx =—=.
0 3
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5p | b) Calculati [ £ (Inx)dx.
1

1

5p | ¢) Pentru fiecare numar natural nenul », se considerd numarul 7, = Ix" f(x)dx. Calculati lim 7,,.
n—+w
0
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Examenul national de bacalaureat 2021
Proba E. ¢)

Matematica M_mate-info
BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE
Testul 6
Filiera teoretica, profilul real, specializarea matematicd-informatica
Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematica-informaticd
e Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzitor.
e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiale, in limitele
punctajului indicat in barem.
e Se acorda zece puncte din oficiu. Nota finala se calculeaza prin impirtirea la zece a punctajului total acordat
pentru lucrare.

SUBIECTUL I (30 de puncte)

L 3a 36 =343 —4= 3p

=22= (log3 9)2 — 4 , log; 9 si /16 sunt termeni consecutivi ai unei progresii geometrice | 2p

2. f(—x) = —f(x) , pentru orice numar real x 2p
g(—x)= (f(—x))2 = (—f()c))2 = (f()c))2 =g(x), pentru orice numar real x, deci functia 3p
g este para

3222272074 22 =0 27 (2542 -2(27 -2 =0 (27 -2)(2° V2)=0 | 3p

1
x=1sau x=— 2
> Y
4. ook (1} 3(10-4) 30-7k
Ty =Cly (x\/;) [—2j =Clx 2 =Clx 2 ,unde k{0,1,2,...,10} 3p
x
30-T7k _ 8= k=2,deci T3 = Clzox8 il contine pe x* 2p
5. — 11— — . . .
AM = E<AB + AC ), deci punctul M este mijlocul segmentului BC 3p
BC =-2CM , deci k =-2 2p
6. | 2sinxcosx+6cosx —sinx—3=0<> 2cosx(sinx+3)—(sinx+3) =0 < (sinx+3)(2cosx—1)=0| 2p
sinx+3#0, deci cosx =% si, cum x € (0,7[) , obtinem x =% 3p
SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte)
La) 2 0 -1
detd=|1 -1 0[=2+1+0-4-0-0= 3p
4 -1 -1
=3-4=-1 2p
b) -1 -
Cum =—m+m-1= 3p
m—=1 m
=-1#0, deci matricea M (m) are rangul cel putin egal cu 2, pentru orice numar real m 2p
©) 1 0 0) (1 00
M(m)- A= <| m+2 -m-1 0|=|/0 1 0 3p
-m—2 0 1 0 01
m=—=2, care convine 2p
2.2) | (2+i)o(2—i)=2+i+2-i+(2+i)(2-i)= 3p
=4+4-i*=9 2p
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b) | A=-1+(a+1)i-1+(a=1)i+(-1+(a+1)i)(-1+(a-1)i)= 2p
:—2+2ai+l—(a—l)i—(aJrl)i—(a2 —l) = —a” <0, pentru orice numar real nenul a 3p
)| 22422 =52 +22+5=0 3p
z=—1-2i sau z=—-1+2i 2p
SUBIECTUL al III-lea (30 de puncte)
L.a) f‘(x)=(ln(x+1)—ln(x+3))’=ﬁ—ler3= 3p
x+3—(x+1) 2
= = , -L+
Gors) Gy S0 2
b) | . L x+l_
Jim, /()= Jim In-=5 = =0 3p
x>—1
Dreapta de ecuatie x =—1 este asimptota verticala la graficul functiei f 2p
© x+1 x+1Y" 2 )
. 1 _ _ - 2
xgl-lkloo(xjf(x)) xliTw(XInx-i-:‘;j ngfwln(x+3j ngwln(l+x+3j P
—2x
X3\ 143
= lim In (1+ 2 | =lne? =-2 3p
X—>400 x+3
2.a) | 1 1 ) 3 1
X — _ _ — j—
Z')-(e (x) 2)dx—£(x 1)dx—( 3 x}o— 3p
2
=——|=—— 2
3 3 P
7 rmegaes () L o) ns e[ e
f(lnx)dx=|[{In“x+1)-—dx=|{In"x+1)-(Inx) dx= +Inx || = 3
1 1 x 1 3 1 P
1
=—+l=— 2
3773 P
9 (-1’
f ’(x):— <0, pentru orice numar real x, deci f este descrescitoare, de unde 5
e’ p
obtinem ca f(l)Sf(x)Sf(O), pentru orice xe[O,l]
Pentru orice xe[O,l], zSf(x)él:zx" <x"f(x)<x", deci 2 <I, < ! , de
e e e(n+1) n+l 3p
unde obtinem cd lim 7, =0
n—+00
Proba scrisa la matematica M _mate-info Testul 6

Barem de evaluare si de notare
Filiera teoretica, profilul real, specializarea matematica-informatica
Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematica-informatica

Pagina 2 din 2



Ministerul Educatiei
Centrul National de Politici si Evaluare in Educatie

Examenul national de bacalaureat 2021
Proba E. ¢)

Matematica M_mate-info

Testul 7
Filiera teoretica, profilul real, specializarea matematicd-informatica
Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematica-informaticd
e Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda zece puncte din oficiu.
e Timpul de lucru efectiv este de trei ore.
SUBIECTUL I (30 de puncte)
Sp | 1. Determinati numdrul elementelor multimii M = {n eN | 2n+1< 10} .
S5p | 2. Se considera functia f:R—>R, f(x) =x>—10x+m, unde m este numar real. Determinati
numadrul real m pentru care varful parabolei asociate functiei f este situat pe axa Ox .
Sp | 3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia x ++/x—5="7.
5p | 4. Calculati probabilitatea ca, alegdnd un numar din multimea numerelor naturale de trei cifre, acesta
sa nu fie multiplu de 5.
Sp | 5. In reperul cartezian xOy se considerd punctele 4(3,4) si B(-1,3). Determinati coordonatele
punctului C astfel incat 4B +2BC =0 .
5p | 6. Se considera triunghiul ascutitunghic ABC cu AB=4, AC=5 si aria egalda cu 6. Calculati
cosinusul unghiului 4.
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
1 a+l a x+(a+1)y+az=6a+3
1. Se considerd matricea A(a)=|1 1  a+1]| sisistemul de ecuatii {x+y+(a+1)z=4a+7 ,
2 a 1 2x+ay+z=2a+6
unde @ este numar real.
5p | a) Aratati ca det(A(a)) = 2(a2 + 1) , pentru orice numar real a .
Sp | b) Determinati numarul real a pentru care A(a)-4(0)=A4(0)- A(a).
5p | ¢) Demonstrati ca, daca (xy,yp,z) este solutia sistemului de ecuatii, atunci x,, y, si z, sunt
termeni consecutivi ai unei progresii geometrice.
. .. 2(x+
2. Pe multimea M =[0,+w) se defineste legea de compozitie x * y = (—;))
Xy +
S5p | a) Aratati cd x*0=x, pentru orice xe M .
Sp | b) Aratati ca x * y <2, pentru orice x, y €[1,4).
5p | ¢) Determinati perechile (m,n) de numere naturale nenule pentru care m *n este numar natural.
SUBIECTUL al III-lea (30 de puncte)
1. Se considera functia f:R >R, f(x)=e" (x2 —4x+ 5) :
Sp | a) Ardtati ca f'(x)=¢"(x— 1)2 , xeR.
S5p | b) Calculati lim f(-x).
X—>+00
5p | ¢) Demonstrati ca graficul functiei f intersecteaza orice dreapta paraleld cu axa Ox in cel mult un
punct.
2. Se considerd functia f:R >R, f(x)=4x"+1.
1
Sp | a) Ardtati ca [ f(x)dx=2.
0
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1
5p | b) Calculati Ixz (f(x))3 dx .
0

5p | ¢) Demonstrati cd lim J.ln(f(t))dt =40,

X—>+00 1
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Examenul national de bacalaureat 2021
Proba E. ¢)
Matematica M_mate-info
BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE
Testul 7
Filiera teoretica, profilul real, specializarea matematici-informatica
Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematica-informaticd
e Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzitor.
e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiale, in
limitele punctajului indicat in barem.
e Se acorda zece puncte din oficiu. Nota finala se calculeaza prin impartirea la zece a punctajului total acordat
pentru lucrare.

SUBIECTUL I (30 de puncte)
1. 9
2n+l<10<:>n<5 2p
Cum #n este numar natural, obtinem cd multimea M are 5 elemente 3p
2. | A=100-4m, y, =m—25 2p
Varful parabolei asociate functiei f* este situat pe axa Ox < y, =0 < m =25 3p
3. \/x—S=7—x:>x—5=(7—x)2,deci ¥ —15x+54=0 3p
X =6, care convine; x =9, care nu convine 2p
4. | Multimea numerelor naturale de trei cifre are 900 de elemente, deci sunt 900 de cazuri
by 2p
posibile
Sunt 9-10-8 =720 de numere naturale de trei cifre care nu sunt multipli de 5, deci sunt 720 )
de cazuri favorabile P
_ nr. cazuri favorabile _ 720 _ 4 ,
nr. cazuri posibile 900 5 P
5.| 4B+BC+BC=0< AC +BC =0, deci punctul C este mijlocul segmentului 4B 3p
Coordonatele punctului C sunt xc =1, yc :% 2p
6. AB-AC-sin A 4.5-sinA4 . 3
‘/4ABC = s :>6: s :>Sll‘1A=— 3p
2 5
2 .2 16 . . . . 4
cos“ A=1-sin" 4= > si, cum unghiul A este ascutit, obtinem cos A = 3 2p
SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte)
1.a) 1 a+1 a
det(A(a))=1 1 a+1=1+a2+2(a+1)2—2a—a(a+1)—(a+1)= 3p
2 a 1
=2a*+2= 2((12 + 1) , pentru orice numar real a 2p
b) 1 10 3a+2 a+2 2a+1 2 a+2 2a+1
A(O): 111 ,A(a)~A(O): 2a+4 2 a+2 ,A(O)~A(a): 4 2a+2 2a+2|, 3
20 1 a+d a+2 a+l 4 3a+2 2a+1) | 7
pentru orice numar real a
3a+2 a+2 2a+1 2 a+2 2a+l
2a+4 2 a+2 |=|4 2a+2 2a+2|<a=0 2p
a+4 a+2 a+l 4 3a+2 2a+1
¢) | Sistemul este compatibil determinat si are solutia (xg,0,2),cu xy =1, yo=2 §i zy =4 3p
Cum xyzy =4= yg , obtinem ca x;, y, $i z, sunt termeni consecutivi ai unei progresii 2p
geometrice
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2.a) 2(x+0
x*0= M = 3P
x-0+2
2x .
=7=x,pentru orice xe M 2p
b) 2(x+ — Dy — —x—
iy 2o (x y)_2:2x+2y 2xy 4:_2_xy X—y+2 _ 3
xXy+2 xXy+2 xy+2
(x-1)(y-1)+1 , ,
=-2 S — <0, pentru orice x, y €[l,+00)=> x* y <2, pentru orice x, y €[l,+0) | 2p
xy+
¢) | Cum m si n sunt numere naturale nenule, obtinem 0 <m*n <2 si, cum m*n este numar )
natural, obtinem m*n =1 P
2(m+n) . .
———=lomn-2m-2n+2=0<(m-2)(n—2)=2 si, cum m si n sunt numere
mn+2 3p
naturale nenule, obtinem perechile (3,4) si (4,3)
SUBIECTUL al III-lea (30 de puncte)
1.2) f’(x)=ex(x2—4x+5)+ex(2x—4)= 3p
=ex(x2—2x+1):ex(x—l)2,xeR 2p
b) 2
lim f(-x)= lim e* (x2 +4x+ 5) = lim XordetS 2p
X—>+00 X—>+00 X—>+00 ex
— fim 24 im 220 3p
x—>+0 ¥ x>+ ¥
9| f'(x)=0<x=1, f'(x)>0 pentru orice x €(—o0,1)=> f este strict crescatoare pe (—oo,1) )
si f'(x)>0 pentru orice x € (1,+0)=> f este strict crescatoare pe (1,+) P
Cum functia f este continud in x =1, obtinem cd f este strict crescitoare pe R = f este
injectiva, deci graficul functiei f intersecteaza orice paraleld la Ox in cel mult un punct 3p
2.) | 1 1
j(4x3 +l)dx=(x4 +x) = 3p
0 0
=1+1=2 2p
b) 3
1 1 1 4x" +1) |1
3 ' 3
[x2((x)) dx=jx2(4x3 +1) dx:ij(4x3 1) (427 +1) dx =—-u = 3p
0 0 12 12 4 0
541
= =13 2p
48
C) X X X
4% +125 , pentru orice 1€l +%0)=> [In(f(r))ds = [In(47> +1)ds > [InSde = (x~1)In5, \
1 1 1 p
pentru orice x €[1,+0)
X
Cum lim (x—1)In5=+o0, obtinem lim Iln(f(t))dt =+00 2p
X—>+00 x>0y
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Examenul national de bacalaureat 2021
Proba E. ¢)

Matematica M_mate-info

Testul 8

Filiera teoretica, profilul real, specializarea matematicd-informatica
Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematicd-informaticd
e Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda zece puncte din oficiu.

e Timpul de lucru efectiv este de trei ore.

SUBIECTUL I (30 de puncte)

Sp

Sp

Sp
Sp

Sp

Sp

1. Determinati produsul elementelor multimii 4 = {x € N‘ J7<x< log, 21} .

2. Se considerd functia f:R >R, f (x) = x? +4x. Determinati abscisele punctelor de intersectie a
graficului functiei f* cu dreapta d de ecuatie y=5x+2.
3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 2-9* — 32 _3=9.

4. Calculati probabilitatea ca, alegdnd un numar din multimea numerelor naturale de trei cifre, acesta
sd aiba cifrele numere prime distincte.

5.Se considera punctul M in planul triunghiului 4BC astfel incit 2MB - MC = AB . Aritati ci
patrulaterul AMBC este paralelogram.

6. Calculati tgx, stiind cd x € (7[,37”) sl sinx = —% .

SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)

Sp
Sp
Sp

Sp
Sp
Sp

a+l 1 a (a+1)x+y+az=-5
1. Se considera matricea A(a)=| 1 -1 —a| si sistemul de ecuatii { x—y—az=10 ,
2—a 1 1 (2—a)x+y+z:l—a
unde a este numar real.
a) Aritati ca det(4(2))=4.
b) Determinati numerele reale a pentru care sistemul de ecuatii nu este compatibil determinat.
¢) Determinati numarul natural a pentru care sistemul are solutia unica (xo, yo,zo) si x, este numdr

intreg.
2. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie asociativd si cu element neutru

X*y=x+y —% .
a) Ardtaticd 1*5=5.
b) Determinati numarul real x, x >0, pentru care Jx#fx =5,

¢) Determinati valorile reale ale lui a, a#5, pentru care simetricul lui a in raport cu legea de
compozitie ,, *” este strict mai mic decét 0.

SUBIECTUL al I1I-lea (30 de puncte)

Sp

Sp

Sp

1. Se considerd functia f:(0,40) >R, f(x)=(x—1)ln(x+1).

a) Ardtati ca f'(x)=1+1In(x+ 1)—L1 , xe(0,+0).
x+

b) Calculati lim ( f(x)f (lD

X—>+00 X

¢) Demonstrati ca orice doud drepte distincte, tangente la graficul functiei f , sunt concurente.
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2. Se considera functia f': (—1,+oo) ->R, f(x) =

Jx+1
2

Sp | a) Aratati ca Ixx/x +1f(x)dx=17.
1

1
5p | b) Calculati I £ (x)dx.
0

5p | ) Stiind cd F:(-140) >R, F(x)=2(x+1)vx+1-6Vx+1+4 este o primitiva a functiei f,

3
ardtati cd If(x)F(x)dx =32.
0

Proba scrisa la matematica M _mate-info Testul 8
Filiera teoretica, profilul real, specializarea matematica-informatica
Filiera vocationala, profilul militar, specializarea matematica-informatica

Pagina 2 din 2
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Examenul national de bacalaureat 2021
Proba E. ¢)
Matematica M_mate-info

BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE
Testul 8
Filiera teoretica, profilul real, specializarea matematicd-informatica
Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematicda-informaticdi
e Pentru orice solutie corecti, chiar daca este diferiti de cea din barem, se acorda punctajul corespunzitor.
e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiale, in limitele
punctajului indicat in barem.
e Se acordi zece puncte din oficiu. Nota finali se calculeaza prin impértirea la zece a punctajului total acordat
pentru lucrare.

SUBIECTUL I (30 de puncte)
L | 1<37<2 i 4<log, 21<5, deci 4={2,3,4) 3p
Produsul elementelor multimii 4 este egal cu 24 2p
2. f(x)=y<:>x2+4x=5x+2<:>x2—x—2=0 3p
Abscisele punctelor de intersectie a graficului functiei f/ cu dreapta d sunt x=-1si x=2 | 2p
3.1 2.3 3% 32032 =3 3p
2x:1,decix=% 2p
4. | Multimea numerelor naturale de trei cifre are 900 de elemente, deci sunt 900 de cazuri
By 2p
posibile
Multimea numerelor naturale de trei cifre, care au cifrele numere prime distincte, are )
4-3-2=24 de elemente, deci sunt 24 de cazuri favorabile p
_ nr. cazuri favorabile = 24~ 2 ,
nr. cazuri posibile 900 75 P
S-| MB-MC = AB—~MB < MB+CM = AB+ BM 3p
CB =AM , deci AMBC este paralelogram 2p
6.
coszle—sinzxzﬁ 2p
289
1
Cum xe 7r,3—” , obtinem cosx = 5 , deci tgx =ﬁ 3p
2 17 15
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
1.a) 31 2 31 2
A(2)=|1 -1 -2|=det(4(2))=]1 -1 -2|= 2p
0 1 1 0 1 1
=-3+2+0-0-(-6)-1=4 3p
b) det(A(a))= a’® +a -2, pentru orice numr real a 2p
Sistemul de ecuatii nu este compatibil determinat <> det(4(a))=0, deci a=-2 sau a=1 3p
° Sistemul are solutia unicd (xo, o,z ), deci a e N\{1} si x, = % 3p
a+
xer<:>(a+2)|5 si, cum a e N\{1}, obtinem a =3 2p
2.a .
) 1*5:1+5—%= 3p
=1+5-1=5 2p
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b
) \/;+ x—§=5©10ﬁ=25+x,undexestenumérreal,xZO 2p
2
(\/; - 5) =0, de unde obtinem x =25 3p
¢) | x*0=0%x=x, pentru orice numar real x, deci e=0 este elementul neutru al legii de 1
compozitie ,, *”’ p
a*a'=0<5a+5a'-aa'=0< a'(a—5)=5a, deci a‘=5—as,pentru orice numir real a, 3p
a—
a#5,unde a' este simetricul lui a
Sa
<0e 0,5 1
a5 a<(0.9) P
SUBIECTUL al I1I-lea (30 de puncte)
1.2) 1
(x)=In(x+1)+(x-1)-——= 3
£ = 1) (e-1) b
x+1-2 2
=1 +1)+ =1+1 +1)———, 0,+ 2
n(x+1) T n(x+1) 1 x€(0,+0) P
b) 2
-1
lim (f(x)f(ljj: lim [—(x ) 1n(x+l)ln(l+1n= 2p
X—>+00 X X—>+00 X X
2 X
-1
:)CEI?OO[_(XXZ) ]n(x—i—l)lll(l-‘r%j ]:—oo 3p
| ., x+3 . , . y
f(x)= ( )2 >0, pentru orice x € (0,+00)=> f" este strict crescatoare pe (0,+) 2p
x+1
/" este injectiva pe (0,+00), deci f'(a)= f'(b), pentru orice a, be(0,4), cu a=b, de
unde obtinem ci tangentele la graficul functiei f in punctele A(a, f (a)) si B (b, f (b)) 3p
sunt concurente, pentru orice a, b € (0,+oo) ,cuazb
2.) | 2 2 2
Jx\/x+1f(x)dx=j3x2dx=x3 = 3p
1
1 1
—8-1=7 Zp
b) | 142 12 I 2 1
jgidx=9 x—mdx=9j.(x—1+L)dx=9 x——x+ln(x+1) = 3p
o X+l o x+l 0 x+1 2 0
:9(1—1+1n2—0j:9(1n2—lj 2p
2 2
)| 3 3 1 3
If(x)F(x)dszF’(x)F(x)dx=5F2(x)O= 3p
0 0
_1lio 2 _ (a2 a2)_
—E(F (3)-F (0))—2(8 -0?)=32 2p
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Examenul national de bacalaureat 2021
Proba E. c)

Matematici M_mate-info

Testul 9
Filiera teoreticd, profilul real, specializarea matematicd-informaticd
Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematicd-informatica
o Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda zece puncte din oficiu.
o Timpul de lucru efectiv este de trei ore.
SUBIECTUL I (30 de puncte)
. 1 1 1 1 3
5p | 1. Aratati ca 1——+—2——+—4>—.
3 3 3 3 4
5p | 2. Se considera functia f:R >R, f (x) =-3x+18. Determinati abscisa punctului de intersectie a

5p
5p

5p

graficului functiei f o f cuaxa Ox.

3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia PR G G, L

14
o . : . 1
4. Determinati termenul care nu il contine pe x din dezvoltarea (x?’ + —] ,unde x & (0,+w0).

Ix
5. Tn reperul cartezian xOy se considerd punctele A(a,1) si B(—2,5), unde a este numir real.
Determinati numarul real a, stiind ca mijlocul segmentului AB apartine dreptei de ecuatie y=2x+3.

5p | 6. Calculati lungimea laturii AB a triunghiului ABC, stiind ca tgC =1 si ca triunghiul ABC este
nscris Intr-un cerc de raza 3.
SUBIECTUL al ll-lea (30 de puncte)
a 1 1
1. Se considera matricea A(a)=|1 a+1 1|, unde aeste numir real.
1 -1 1
5p | @) Arditati ca det(A(3))=10.

5p
5p

5p
5p

5p

b) Demonstrati ca, pentru orice numar natural n, n>2, rangul matricei A(n) este egal cu 3.

C) Aritati ca, pentru orice numar natural m, m>2 , inversa matricei A(m) nu are toate elementele
numere ntregi.
. .. C Xy —4
2. Pe multimea M =(2,+o0) se defineste legea de compozitie asociativd Xy = v’
X+Yy—
a) Aratati ca 8-8=5.
b) Aratati cd (x+2)°(y+2)>(x+y)4, pentruorice X,yeM .
. . - A 1
¢) Demonstrati ci, daci xeM si n este numar natural, n>2, astfel incat xoxoxo...ox=2" -,
’ ’ ¥ 2
de 2" ori x

atunci x este patratul unui numar natural.

SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)

5p

5p
5p

1. Se considera functia f :(3,+0) >R, f(x)=In(x-3)-2In (X2 —9) .
1-
a) Arétati ca f'(x)= 3(2—);) , Xe(3,+0).
X —
b) Demonstrati ca functia f este bijectiva.

C) Arétati ca )I(i_rg((X—B) f (X)) =0.
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5p

5p

5p

2
2. Se considera functia f:(-2,2) >R, f(x)=x+ 2X .
X —
3
2 x? 5
a) Aratati ca f(x)- dx=—
) A '1[ (x) X2 —4 8
1
b) Ardtati ca [ (f(x)+ f(-x))dx=4(1-In3).

Na
c) Determinati a e (O\/§) , pentru care J. Jx=F(x)dx=+3-1.
a
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Examenul national de bacalaureat 2021
Proba E. c)
Matematica M_mate-info

BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE
Testul 9
Filiera teoreticd, profilul real, specializarea matematicd-informaticd
Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematica-informatica
e Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzitor.
e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolviri partiale, in limitele
punctajului indicat Tn barem.
¢ Se acorda zece puncte din oficiu. Nota finala se calculeaza prin impirtirea la zece a punctajului total acordat
pentru lucrare.

SUBIECTUL I (30 de puncte)
1 5
1 1 1 1 1_(_9
1-24 - 4—=1.— °2 = 3p
3 32 3¢ 3 1_(_1j
3
31, 1).3 2
4\ 3P) 4
2.| (fof)(x)=0<-3f(x)+18=0< f(x)=6 3p
—3x+18=6 < x=4, deci abscisa punctului de intersectic a graficului functiei f o f cu 5
axa Ox esteegalacu 4 P
3| 22%(2-1+2%) =922 =1 3p
X=2 2p
4. k k 84-7k
14—k 42-3k— 84-7k
Tin =Cly () (iJ =ckx T 2=Cclx 2 ,unde ke{012,...14) 3p
Jx
84_7k:0<i>k:12,deci T13:Cll£:91 nu il contine pe X 2p
5. a-2 .. .
Punctul M T’S este mijlocul segmentului AB 3p
3:2-37_2+3@a=2 2p
6. |.
in AABC, th:l:{C:%,deci sinC=g 3p
R=PB _ag_23.32 355 2p
sinC 2
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
1.a) 3 1 1 3 1
A(3)=1 4 1|=det(A(3))=1 4 1= 2p
1 -11 1 -1
=12+1+(-1)-4—-(-3)-1=10 3p
b) | det(A(a))=a?+a-2, pentru orice numir real a, deci det(A(a))=0<a=1saua=-2 | 3p
Cum det(A(n))¢O, pentru orice numdr natural n, n>2, rangul matricei A(n) este egal )
p
cu 3, pentru orice numar natural n, n>2
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€) | Pentru orice numdr natural m> 2, A(m) este inversabila, deci A_l(m) are toate elementele 3
numere Tntregi daca det( A(m))=-1 sau det(A(m))=1 P
Cum m=>2, obtinem det(A(m))=m2+m—224, deci A‘l(m) nu are toate elementele 2
numere intregi

2.a) 8-8—4
8-8= = 3
8+8-4 P
60
= —_— 2
12 P
b - .
) (x+2)o(y+2)=w, (x+y)o4:w,pentru orice x,yeM 2p
X+Yy X+Yy
—2X— X=2)(y—-2
(x+2)c>(y+2)—(x+y)o4:Xy 2x-2y+4_(x=2)(y ) pentru orice x,yeM si,
X+Yy X+Yy 3p
cum x>2 si y>2, obtinemcd (x+2)°(y+2)>(x+y)-4, pentru orice X,y e M
c) X2 —4 X+2 x+2" -2 . 3
XoX= =——, XoXoXo...oX=——-———,uUnde Xxe M si n este numar natural,
2x—4 2 T~ 2" 3p
de 2" ori x
nx=2
n+1_ 2
Xt2 722 oo 1 :>x=22”—2.2”+1:>x=(2”—1) 2p
2" 2"
SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)
l.a) 1 2X
fr(x)=———2. -
- 3(1-x
S XX (2 ), xe(3,) 2p
X -9 X -9

b) f'(x)<0, pentru orice X€(3,+OO):> f este strict descrescatoare pe (3,+oo), deci f este 2
injectiva
Cum f este continud pe (3,+%), lim f(x)=+c si lim f(x)=—0, obtinem ca f este

X—> X—>+00 3p
surjectivd, deci f este bijectiva

c) 3(x-1)

: o F) e () %2 g
lim((x—=3)f(x))=Ilim =lim =lim————=—=
x—3 x—3 (x=3)°
2
3(x-1)(x-3 3(x-1)(x-3
=lim ( )( ) = lim ( )( ):0 2p
x—3 x2 -9 x—3 X+3
2a)| 3 3 3
2 X2 2 2=
I f(x)—X2 . dx=jxdx=?2= 3p
1 - 1 1
1/9 5
S A [ e 2
2(4 j 8 P
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b) | 1 1
4+4 4 X—2
f(x)+ f(=x = ——dx=2|[1+ dx=2| x+In = 3
(1091 £ (-0 e i I
=2(1+In +1— j —In3 2p
) \/5 N ,7
I X— j x—— \/4 G :\/4—a2—1,ae(0,\/§) 3p
a a
Ja-a? =3 a?=1si, cum ae(o,\/§) , obtinem a =1 2p
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Ministerul Educatiei
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Examenul national de bacalaureat 2021
Proba E. ¢)

Matematica M_mate-info

Testul 10
Filiera teoretica, profilul real, specializarea matematicd-informatica
Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematicd-informaticd
e Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda zece puncte din oficiu.
e Timpul de lucru efectiv este de trei ore.
SUBIECTUL I (30 de puncte)
Sp | 1. Calculati modulul numarului complex z = (2 +3i )(2 -3i ) - (9 -3i ) .
5p | 2. Se considerd functiile f:R >R, f(x)=x-2si g:R—>R, g(x)=5x+20. Calculati (g /)(2).
5p | 3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 4573 = T
5p | 4. Calculati probabilitatea ca, alegdnd un numar din multimea numerelor naturale de trei cifre, acesta
sa aiba produsul cifrelor egal cu 8.
5p | 5. Se considerd paralelogramul ABCD cu AB=4, BC =6 si masura unghiului 4BC de 120°.
Determinati modulul vectorului W, unde punctul M este mijlocul segmentului BD .
. . . . . 2
5P | 6. Se considera triunghiul 4BC cu AB=12, AC=16 si BC =20. Aritati ci %=§, unde r este
raza cercului inscris in triunghiul ABC si R este raza cercului circumscris triunghiului 4BC .
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
a 1 -2 ax+y—-2z=2
1. Se considerd matricea A(a)=| 2 1 3 | si sistemul de ecuatii 2x+y+3z=1
2a-1 2 1 (2a-1)x+2y+z=a

Sp
Sp
Sp

Sp
Sp
Sp

unde a este numar real.
a) Ardtati ca det(4(4))=5.
b) Determinati numarul real a pentru care matricea A(a) nu este inversabila.

¢) Pentru a =3, determinati solutiile (X, .2y ) ale sistemului de ecuatii pentru care zé =Xy +Yo-

2. Pe multimea G = (1,+oo) se defineste legea de compozitie asociativd x * y =+ xlogs )
a) Arataticd 4+3=2.
b) Aratati ca e =9 este elementul neutru al legii de compozitie ,,*” .

¢) Determinati x € G, stiind ca este egal cu simetricul lui 1n raport cu legea de compozitie ,, * .

SUBIECTUL al III-lea (30 de puncte)

1. Se considera functia /R >R, f(x)= (x2 - 9)(x2 - 4) +3.

5p | a) Ardtatica f'(x)= 2x<2x2 —13) ,xeR.
. . sin(x-3 1

S5p | b) Aratati ca 11mM =—.

=3 f(x)-3 30
Sp | ¢) Determinati valorile reale ale lui m pentru care ecuatia f (x) =m are exact patru solutii reale .

2. Se considera functia f:R >R, f(x)=_2xarctgx.
2
X

5p | a) Aratati ca _[ de =3.

, arctg x
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NG
Sp | b) Determinati numarul real nenul a pentru care J. f (x)dx =Z_3.
0 a
1
5p | ¢) Demonstrati ca J. xf(x)dx=0.
-1
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Examenul national de bacalaureat 2021
Proba E. ¢)

Matematica M_mate-info
BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE

Testul 10

Filiera teoretica, profilul real, specializarea matematica-informatica

Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematica-informaticd

e Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzitor.

e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiale, in limitele
punctajului indicat in barem.

e Se acordi zece puncte din oficiu. Nota finali se calculeaza prin impértirea la zece a punctajului total acordat
pentru lucrare.

SUBIECTUL I (30 de puncte)
1. z=(2430)(2-3i) = (9-3i) =22 = (3i)’ =9 +3i =4 +3i 3p
|2| =v4? +3% =5 2p
2. f( 2) =0 2p
(gof)(2)=g(/(2))=5-0+20=20 3p
3 4 =42 ox-5=2 3p
x=3 2p
4. | Multimea numerelor naturale de trei cifre are 900 de elemente, deci sunt 900 de cazuri
o 2p
posibile
Multimea numerelor naturale de trei cifre care au produsul cifrelor egal cu 8 este
{118,181, 811,124, 142, 214, 241, 412, 421, 222} , deci sunt 10 cazuri favorabile 2p
_ nr. cazuri favorabile _ 10 1 ;
nr. cazuri posibile 900 90 P
5. — —
ABCD este paralelogram, deci AM =%AC 2p
AC? = 4B + BC? =2 AB- BC -cos(<ABC) =76 = AC = 219 = [AM] = aM =~19 3p
6. 2 2 2 .. BC
BC* =AB" + AC® = AABC este dreptunghicin 4= R = = 10 2p
. 12-16 96 . r 4 2
P =48 si A4 =———=96=>r=—=4,deunde obtinem —=—== 3
MBC =5 3 Aaape = 24 T RTI0 5 P
SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte)
1.a) 4 1 =2 4 1 2
A(4)=|2 1 3 |=>det(4(4))=]2 1 3]|= 2p
7 2 1 7 2
=4+21+(-8)—(-14)-2-24=5 3p
b) | det(A(a))=5a-15, pentru orice numér real a 2p
Matricea A(a) nu este inversabild <> det(4(a))=0, deci a =3 3p

©) | Pentru a=3 solutiile sistemului de ecuatii sunt de forma (1 +5a,-1— 13a,a) ,unde ¢ e R 3p
=X+, a’+8a=0=a=-8 sau a=0, deci (x0-¥0-20) =(-39,103,-8) sau

2p
(XO,yo,Zo) = (1,_1, O)
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4x3=+/4183 = 3p
—Ja=2 2p

b) x#9=+/x13% =/x? = x| pentru orice xe G 2p
2
9*x=\/91°g3x =\/321°g3x =,{(3log3x) =+/x*> =x, pentru orice xeG , deci e=9 este

3p
elementul neutru al legii de compozitie ,, *”
) | yrx=emx0BF 29 yloss =81=> log; X8~ =log; 81, deci log? x =4 3p
logyx=-2 sau logyx=2=x= % , care nu convine; x =9, care convine 2p
SUBIECTUL al III-lea (30 de puncte)
l.a) f’(x)=2x-(x2—4)+(x2—9)~2x= 3p
=2x(x’ —4+x* -9)=2x(2+7 - 13), xeR 2p
P) sin(x-3) sin(x—3) .| sin(x-3) 1
lim = lim = lim . — 2p
x—3 f(x)—3 x—>3(x2_9)(x2_4) x—>3 x=3 (x+3)(x2_4)
1
(3+3)(3*-4) 30 3p

V]
f’(x)=0<:>x=—\/§,x=0 sau xz\/g;f’(x)<0,pentru orice xe(—oo,— %JU(O, %J
3p
o . 13 13
si /'(x)>0, pentru orice x&| - ?,0 U E,+oo

lim f(x)= lim f(x)=+0, f{— E]:f{ E]:—E, £(0)=39, f continud pe R,

X—>—00 X—>+00 2 2 4

[ strict descrescatoare pe (—oo,—\/%} si pe (O,Ej si f strict crescatoare pe (— %,OJ 2p

i i ; .. 1
S1pe (\/%H'OO] , deci ecua‘,ua f(x) =m are exact patru SOlutll reale <> me (_73’ 39]

2.) | 2 2 2
I f(x) dx=I2xdx=x2 = 3p
1 retg x 1 1
—4-1=3 2p
b) | 3 NE) NERRA NE)
' 1 T
x)dx= [ (x> +1)arcteg xdx = x*>+1)arctg x — [ (%% +1)- dc=4-——x =| 3
£ f(x) {( ) arctg xdx = (x* +1)arctg . { (¥ +1) 2. 37, p
4z \/— . 3
=3 3, de unde obtinem a = 2 2p
¢ | 1 1 -1 1 1
Ixf(x)dx =2I xarctg xdx = 2I (—)c)2 arctg(—x)(—1)dx = —ZI x?arctg xdx =—I x f(x)dx 3p
-1 -1 1 -1 -1
1 1
2Ixf(x)dx=0,deci Ixf(x)dxzo 2p
-1 -1
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Examenul national de bacalaureat 2021
Proba E. c)

Matematici M_mate-info

Testul 11

Filiera teoretica, profilul real, specializarea matematicd-informaticai
Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematicd-informatica
o Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda zece puncte din oficiu.

e Timpul de lucru efectiv este de trei ore.

SUBIECTUL | (30 de puncte)

5p | 1. Ardtati cd %/(6—\@)3 +\/(1—\E)2 =5,

5p | 2. Se considera functiile f:R >R, f(x)=x-3 si g:R >R, g(x)=x*—-2mx—6, unde m este
numar real. Determinati numarul real m, stiind ca graficul functiei f intersecteaza axa Ox Tntr-un

punct in care si graficul functiei g intersecteaza axa OX .

5p | 3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia log, (X2 —4x +12) =log; 27.

5p | 4. Calculati probabilitatea ca, alegdind un numar din multimea numerelor naturale de doua cifre,
acesta sa aiba suma cifrelor divizibila cu 3.

5p | 5.1n reperul cartezian xOy se considerd punctele A(—4,0), B(-13) si C(Lm), unde m este

numar real. Determinati numarul real m pentru care triunghiul ABC este dreptunghicin B.

5p | 6. Aratati ca sin 2%: + COSBT” =1.

SUBIECTUL al ll-lea (30 de puncte)
1+a 1 1 (1+a)x+y+z=0

1. Se considerd matricea A(a,b,c)=| 1 1+b 1 | si sistemul de ecuatii <X+ (1+b)y+z=0,

1 1 1+c x+y+(1+c)z=0

unde a, b si ¢ sunt numere reale nenule.
5p | a) Ardtati ca det(A(-2,0,2))=-4.
P | b) Aritati 3, daca abc+ab+ac+bc =0, atunci matricea A(a,b,c) este inversabila.

5p | ¢) Demonstrati ca, daca sistemul de ecuatii admite si solutii diferite de solutia (0,0,0), atunci

numarul N = 1 + 1 + 1 este ntreg.

a b c
2. Pe multimea G :(0,2) se defineste legea de compozitie asociativd X* Yy - si se
Xy—X—-y+2
considerd functia f :(0,4+00)—(0,2), f(x)= il :
X+
5p | a) Aratati ca 1x1=1.
5p | b) Demonstrati cd f (X)* f (y) =f (Xy) , pentru orice X,y E(O,+OO).
5p | ¢) Determinati numérul natural n pentru care f 1 * f 2 * f 3 w,..0x f 2020 = ﬂ
2 3 4 2021) n+1
SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)
1. Se considera functia f :(0,+0) >R, f(x)=2xInx—x*+3.
f(x)—f(1
5P | a) Aritati ca lim M =0
x>l x-1
5P | b) Artati ca functia f este convexd pe (0,1).
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5p

5p

5p
5p

. 1 .
c) Demonstrati ¢ 2Inx < x—=, pentru orice x e (1,+wx).
X

1 .n
< s - X
2. Pentru fiecare numar natural nenul n Se considerd numarul |, = nj - dx.
ol+x
t 1
a) Aratati ci |, + j—dx =1.
o1+ X

b) Aratati ca I, =2—%.

) Demonstrati ca |, <In2, pentru orice numar natural nenul n.
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Ministerul Educatiei
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Examenul national de bacalaureat 2021
Proba E. c)
Matematica M_mate-info
BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE

Testul 11

Filiera teoretica, profilul real, specializarea matematicd-informatica

Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematicd-informaticd

e Pentru orice solutie corecti, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzitor.

e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolviri partiale, in limitele

punctajului indicat Tn barem.

e Se acorda zece puncte din oficiu. Nota finala se calculeaza prin impirtirea la zece a punctajului total acordat
pentru lucrare.

SUBIECTUL I (30 de puncte)

1. 2
J(1~2) =p-v2| =21 2p
3 3 2
Cum 3(6—\/5) =6—\/§,0b‘ginemcé %/(6—\/5) +\/(1—\/§) =6—\/§+\/§—1:5 3p
2. | f(x)=0<« x=3, deci graficul functiei f intersecteazi axa Ox in punctul (3,0) 2p
g(3):0<:>9—6m—6:0,decim=% 3p
3| logy (X2 —4x+12) =3=> X2 ~4x+12=8=> x* ~4x+4=0 3p
X =2, care convine 2p
4. | Multimea numerelor naturale de doua cifre are 90 de elemente, deci sunt 90 de cazuri 2
posibile P
Numerele naturale de doua cifre care au suma cifrelor divizibila cu 3 sunt numerele 9
naturale de douad cifre care sunt divizibile cu 3, deci sunt 30 de cazuri favorabile P
_ nr. cazuri favorabile 30 1 1
nr. cazuri posibile 90 3 P
Cum mpg =1 si Mge =22, obtinem mT_?’z—l,deci m=1 3p
6.| . 257 . V4 .x 1
sin—=sin| 47 +— |=sin—=— 2p
6 6 6 2
237 Y4 5z 1 : . . 257 237 1 1
Cum cos——=cos| 67 + — |=C0S— = —, obtinem cd SIN——+C0S——=—+—=1 3p
3 3 3 2 6 3 2 2
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
1.a) 111 -111
A(-2,0,2)=| 1 1 1|=det(A(-2,0,2))=(1 1 1= 2p
1 13 1 13
=-3+1+1-1-(-1)-3=-4 3p
b) l+a 1 1
det(A(a,b,c))=| 1 1+b 1 |=(1+a)(l+b)(1+c)+1+1-(1+a)-(1+b)—(1+c)= | 2p
1 1 1+c
=abc+ab+ac+bc =0, deci matricea A(a,b,c) este inversabila 3p
€) | Sistemul este compatibil nedeterminat, deci det(A(a,b,c))=0=>abc+ab+ac+hc=0 3p
ab+ac+bc=-abc= ab+ac+be -1, deci N = 1 + 1 + 1 -1, care este numar intreg 2p
abc a b c
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2.a) 11 1

1#1= = = 3p
1.1-1-1+2 1-1-1+2
1
=-=1 2
1 p
b) L.L
FOOf(y 1y+
f f = = =
T e !
X+1 y+1 x+1 y+1
4 4 .
— = = =f y t ] O;
4-2(y+1)-2(x+1)+2(x+1)(y+1) 2xy+2 xy+1 (xy), pentru orice x,y &(0,+0) | 3p
c) 123 2020) 2n 1 2n _
fl=—-—- ot —— |=—— < f| —— |=——, unde n este numar natural 3p
2314 2021) n+1 2021/ n+1
2 _n 2202l 20 2001
1 ., n+l 202 n+l 2p
2021
SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)
1a)| f'(x)=2Inx-2x+2, xe(0,+x) 3p
_f(x)-f(1)
lim————~==1f'(1)=0 2
xl—>ml x—1 ( ) P
b 2(1—
1002829y (0,40) 2p
Cum f"(x)>0, pentru orice x(0,1), obtinem cé functia f este convexa pe (0,1) 3p
€) | f"(x)<0, pentru orice xe(L,+o)=> f' strict descrescitoare pe X & (L +0)= f'(x)< f'(1), )
deci f'(x)<0, pentru orice x & (1,+0) P
f continua si f strict descrescitoare pe (1+00)= f(x)< f (1), pentru orice x e (1,+x),
3
deci 2xInx—x? +3<2, de unde obtinem 2Inx < x—l , pentru orice X€(1,+OO) P
X
2.a)
I+ [—— S = SR 1dx =
1+J.1+xdx J.1+xdx+ 1+xdx (1+x+1+xjdx de 3
1
=X :1 2p
0
b) 1 2 1 1
X 1
I, =2 dx=2||1- dx=2(x—arctgx)| = 3
? '([1+x2 ;‘;( 1+x2j ( J )0 P
T 7
=2(1-Z|=2-2
( 4] 2 P
C) L oyn 1 ' 1 :
l,=n dx = x-(ln 1+x ) (In 1+ x" ) = 3
= = nf) s (a0 :
1
=In(1+ Xn) =In2, deci I, <In2, pentru orice numar natural nenul n 2p
0
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Examenul national de bacalaureat 2021
Proba E. ¢)

Matematica M_mate-info

Testul 12
Filiera teoretica, profilul real, specializarea matematicd-informatica
Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematica-informaticd
e Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda zece puncte din oficiu.
e Timpul de lucru efectiv este de trei ore.
SUBIECTUL I (30 de puncte)
. . . . 4
S5p | 1. Calculati partea intreagd a numarului a = —.
V2
5p | 2. Se considerd functia f:R—>R, f (x):x2 +mx+1, unde m este numar real. Determinati
numerele reale m , stiind cd axa Ox este tangenta la graficul functiei f .
5p | 3. Rezolvati in mulfimea numerelor reale ecuatia \/(x—1)(x+2) =(x+2)vx—1.
Sp | 4. Determinati numarul natural n, n>2, stiind cd multimea {3,4,5,...,n + 2} are exact 55 de
submultimi cu 2 elemente.
5p | 5.1n reperul cartezian xOy se consideri dreptele d, si d,, de ecuatii 2x—y+1=0, respectiv
x+y+2=0. Determinati ecuatia dreptei d care este perpendiculard pe dreapta d, si trece prin
punctul de intersectie a dreptelor d; si d,.
.. .5t .o« 6
Sp | 6. Aritati cd sin— +sin— = £ .
12 12 2
SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte)
2 —x 1
1. Se considerd matricea A(m,x)=|1 m 3 |,unde m si x sunt numere reale.
3 2 x
5p | a) Ardtati ci det(4(4,2))=0.
SP | b) Determinati rangul matricei A4(2,1).
5p | ©) Determinati perechile de numere naturale nenule si distincte (n,p) pentru care
det(A(3,n))=det(4(3,p)).
2. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie asociativa si cu element neutru
X
x*y=?y—x—y+6.
5p | a) Aratati ca (—1)*3=3.
5p | b) Aratati ca x*(y+z—3)=(x*y)+(x*z)—3, pentru orice numere reale x, y si z.
5p | ©) Determinati numerele reale x, x#3 pentru care (x #(x+x'— 3)) + (x'* (2x- 3)) =42, unde x'
este simetricul lui x In raport cu legea de compozitie ,, * .
SUBIECTUL al I1I-lea (30 de puncte)
1. Se considera functia f:R —R, f(x)=vx*+2—ax,unde a este numar real.
S UPETI x
5p | @) Pentru ¢ =0, aritati ca f'(x)=——=—, xeR.
Vx? +2
Sp | b) Determinati numarul real a pentru care tangenta la graficul functiei f In punctul de abscisa
x =+/2, situat pe graficul functiei f , este paraleld cu axa Ox .
5p | ¢) Demonstrati cd, pentru orice numar real a , graficul functiei f admite asimptota spre +oo.
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2. Se consideri functia f:R >R, f(x)=x"arctgx.

13/ (x)
5p | a) Aritati ca [ dx=20.
1 arctg x

NE
5p | b) Aratati ci jde=5—”—£.
x 12 2

1
1
5p | ¢) Demonstrati ca lim I S (x)dx=0.

n—>+o0
0
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Examenul national de bacalaureat 2021
Proba E. ¢)
Matematica M_mate-info
BAREM DE EVALUARE S1I DE NOTARE
Testul 12
Filiera teoretica, profilul real, specializarea matematica-informatica
Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematicda-informaticd
e Pentru orice solutie corecti, chiar daca este diferiti de cea din barem, se acorda punctajul corespunzitor.
e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiale, in limitele
punctajului indicat in barem.
e Se acordi zece puncte din oficiu. Nota finali se calculeaza prin impértirea la zece a punctajului total acordat
pentru lucrare.

SUBIECTUL I (30 de puncte)
L g=2{2 2p
Cumﬁ<\/§<x/§,deci2<a<3,0b‘;inemcé [a]=2 3p
2. | Axa Ox este tangenta la graficul functiei f = A=0 2p
m2—4=0,decim=—2 sau m=2 3p
3. (x—l)(x+2)=(x—1)(x+2)2 = (x-1)(x+2)(x+1)=0 2p
x =-2, care nu convine; x =-1, care nu convine; x =1, care convine 3p
+ c,%=55:"("2_1)=55:>n2—n—110=0 3p
Cum » este numdr natural, n>2, obtinem n=11 2p
S. | Punctul de intersectie a dreptelor d; si d, este punctul M (—1,—1) 2p
my, ==1 si, cum my -my =-1, obtinem m; =1, deci ecuatia dreptei d este y=x 3p
6. St 7w Smow
ST . 121 12 12 AT 3p
sin— +sin— = 2sin cos =2sin—cos—=
12 12 2 2 4 6
_, 23 e 2
2 2 2
SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte)
1.a) 2 21 2 21
A(42)=|1 4 3|=det(4(42))=1 4 3= 2p
3 2 2 3 2 2
=16+(-2)+(-18)-12—(-12)—(-4)=0 3p
b) 2 -1 1
A(2,1)=[1 2 3|=det(4(2,1))=0=rang(4(2,1))<2 3p
3 21
Cum E _2 ‘ =50, obtinem ca rangul matricei 4(2,1) este egal cu 2 2p
) n*=3n+1=p* -3p+1e(n-p)(n+p-3)=0 2p
Cum »n si p sunt numere naturale nenule si distincte, obtinem n + p =3, iar perechile sunt
(12) si (2.1) 3p
2.) (—1)*3:%3—(—1)—3%: 3p
=-1+1-3+6=3 2p
Proba scrisa la matematica M _mate-info Testul 12

Barem de evaluare si de notare

Filiera teoreticd, profilul real, specializarea matematica-informaticd

Filiera vocationala, profilul militar, specializarea matematica-informatica
Pagina 1 din 2



Ministerul Educatiei
Centrul National de Politici si Evaluare in Educatie

b _
) x*(y+z_3)=M_

Xy +xz

—(y+z-3)+6= -2x-y—-z+9= 2p

X X . .
=?y—x—y+6+?z—x—z+6—3:(x*y)+(x*z)—3,pentruorlcenumere reale x, ysiz | 3p
¢) | x*6=6*x=x, pentru orice numar real x, deci e=6 este elementul neutru al legii de

compozitie ,,*”, de unde obtinem cd x*x'=x"*x=6, unde x' este simetricul Iui x in | 2p
raport cu legea de compozitie ,,*”
Deoarece 2x—3=x+x-3 si x*(y+z-3)=(x*y)+(x*z)-3, pentru orice x,y,zeR,

obtinem (x#*x)+(x*x") =3+ (x"*x)+(x%x)-3=42 < (x*x)+6-3+6+6-3=42, deci

3p
2
x*x=30:%—2x+6 =30, de unde obtinem x =-6 sau x =12, care convin
SUBIECTUL al I1l-lea (30 de puncte)

1.a 1 '
) f(x)=\/x2+23f‘(x)=f-(x2+2) = 3p
20x"+2
2x
= = , X € R 2
Wil Jil+2 P
b) | Tangenta la graficul functiei / in punctul de abscisd x = V2, situat pe graficul functiei f,

este paralela cu axa Ox < f'(\/z) =0

2p

NG

—a, pentru orice numar real a, obtinem ca 7 —a=0,deci a= 7 3p

Cum f'(x)= "
x

C) 2
M Vxl+2—ax . x[\}lerz_a] . y 3p

lim = lim — = lim =1—a, pentru orice numar real a
x—>40 X X—>+00 X X—>+00 X
lim ( f(x)-(1-a) )— lim (\/x2 +2—x): lim ;:O, deci, pentru orice numar
x>0 X+ o[} 2 404y 2p
real a, dreapta de ecuatie y =(1—a)x este asimptota spre +oo la graficul functiei f
2.a) w413
jxf( )d jx3dx = 3p
, arctg x 4 1
81-1
=—-3=20 2
4 p
b
) \/Ef(x) 13 ' X2 +1 V3 132 41 oz 1B
I dx=—_[(x +1) arctg xdx = arctg x ——j 5 dx=2-————— Jldxz 3p
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